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Введение 
Расчет скорости прогрева образца (деталей при термообработке, кусков шихты в начальный 
период ее плавления) значительно осложняется наличием фазового перехода. На поверхности 
раздела фаз терпят разрыв все термические коэффициенты, выделяется теплота фазового перехо-
да [1–3], граница раздела фаз движется. В данной работе приведен метод расчета кинетики про-
грева первоначально твердого образца цилиндрической формы. 
 
1. Вывод уравнения теплопроводности  
Вначале рассмотрим линейный случай. Пусть среда представляет собой некоторую трубу с 
постоянной площадью поперечного сечения F и с теплоизолированной боковой поверхностью и 
пусть ось Ox  направлена вдоль трубы (рис. 1). 
Выделим некоторый участок  ;x x x  и соста-
вим уравнение баланса энтальпии в нем за время 
 ;t t t  . В момент времени t  выделенный объем 
имеет энтальпию    , ,xF t x h t x    , где x  – некоторая 
точка  x x x x    . В момент времени t t   выде-
ленный объем имеет энтальпию    , ,xF t t x h t t x        , где x  – некоторая точка 
 x x x x    . (Мы применили теорему о среднем значении функции). Изменение энтальпии 
выделенного участка составит  
       , , , , .H t t x h t t x t x h t x F x                
Через площадку с координатой x  за время  ,t t t   вследствие теплопроводности поступит 
энтальпия  ,q t x F t , где  ,q t x  – плотность теплового потока (имеет размерность 2Дж м с ), 
 
Рис. 1. К выводу уравнения баланса  
энтальпии 
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В случае если в теле при его нагреве или охлаждении происходит фазовый переход, про-
цесс распространения в нем тепла претерпевает значительные изменения. При переходе через 
температуру ликвидус энтальпия, плотность и коэффициент теплопроводности как функции 
температуры претерпевают разрыв. При нагреве поверхности твердого металлического ци-
линдрического тела выше температуры его плавления у поверхности возникает жидкая фаза и 
соответствующая граница раздела фаз, перемещающаяся к оси цилиндра. В статье приведен 
вывод уравнений распространения тепла в теле, учитывающий, помимо фазового перехода, 
изменение размеров участков тела вследствие зависимости плотности от температуры. К по-
лученной системе уравнений был применен метод выпрямления фронтов – были введены та-
кие координаты, относительно которых поверхность раздела фаз является неподвижной. По-
лученную систему дифференциальных уравнений сводили к конечно-разностным уравнени-
ям. Для решения полученной системы разностных уравнений была разработана компьютерная 
программа. В статье приведены результаты одного из таких расчетов. Разработанная методи-
ка позволяет рассчитывать скорость движения границы раздела фаз, а также температуру тела 
в любой его точке и в любой момент времени. Результаты работы могут быть интересны не 
только металлургам, но и метрологам при разработке теории самотестирующегося датчика 
температуры. 
Ключевые слова: теплопроводность; фазовый переход; модель.  
 
 
Дрозин А.Д., Япарова Н.М.,       Математическая модель кинетики фазового перехода 
Гольдштейн В.Я.             при нагреве поверхности цилиндрического тела 
Вестник ЮУрГУ. Серия «Металлургия».  
2016. Т. 16, № 4. С. 54–66  55
где t  – некоторая точка  t t t t    . Через площадку с координатой x x   за это время уйдет 
энтальпия  ,q t x x F t   , где t  – некоторая точка  t t t t    . Изменение энтальпии за счет 
теплопроводности составит  
   , ,H q t x q t x x F t          . 
Вследствие изменения температуры изменяется плотность системы, а следовательно, и ее 
объем, в нашем случае, длина. Материальные точки системы движутся. Пусть  ,w t x  – скорость 
материальной точки с координатой x  в момент времени t . За время t  через левую границу вы-
деленного объема зайдет новая масса, равная    1 , ,m F t x w t x t    , где t  – некоторая точка 
 t t t t    . Эта масса принесет энтальпию      , , ,F t x w t x h t x t      , где t  – некоторая точка 
 t t t t    . За это же время через правую границу выделенного объема уйдет масса, равная 
   2 , ,m F t x x w t x x t        , где t – некоторая точка  t t t t    . Эта масса унесет эн-
тальпию      , , ,F t x x w t x x h t x x t            , где t – некоторая точка  t t t t    . Измене-
ние энтальпии за счет массопереноса составит  
           , , , , , ,mH F t x w t x h t x t x x w t x x h t x x F t                        . 
Составим уравнение баланса энтальпии: mH H H     . Получим 
           
           
, , , , , ,
, , , , , ,
t t x h t t x t x h t x F x q t x q t x x F t
F t x w t x h t x t x x w t x x h t x x F t
                 
           
      
          
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           
           
, ,, , , ,
, , , , , ,
.
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Переходя к пределам при 0, 0t x    , получим 
              , , , , , ,t x h t x q t x t x w t x h t x
t x x
  
    
  
.         (1.1) 
Для преобразования этого уравнения составим дополнительно уравнение баланса массы вы-
деленного участка. 
В момент времени t выделенный объем имеет массу  ,xF t x   . В момент времени t t   
выделенный объем имеет массу  ,xF t t x     . Изменение массы выделенного участка составит 
   , , .m t t x t x F x           
За время t  через левую границу выделенного объема поступит масса, равная 
   , ,F t x w t x t   , а через правую границу уйдет масса, равная    , ,F t x x w t x x t       . Из-
менение массы составит  
       , , , ,m F t x w t x t x x w t x x F t                  . 
Составив уравнение баланса массы и перейдя к пределам при 0, 0t x    , получим 
       , , ,t x t x w t x
t x
 
   
 
.               (1.2) 
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Мы получили систему уравнений (1.1), (1.2): 
Переписав уравнение (1.1) в виде 
  ,wh q hh w
t t x x x
      
           
 




   
  
                  (1.3) 
Так как  h h T  является функцией только температуры и состава системы, то h  зависит от 
,t x  только через температуру. Поэтому 
,h dh T h dh T
t dT t x dT x
   
 
   
.                (1.4) 
Производная dh
dT
 является теплоемкостью  Pc : P
dhc
dT
 , которая также зависит только от 
температуры и состава системы. 
Полагая, в соответствии с первым законом Фурье,  





,                   (1.5) 
где   – коэффициент теплопроводности, с учетом (1.4), (1.5) получим 
.P P
T T Tc wc
t x x x
             
               (1.6) 
Был рассмотрен линейный случай. Общий, трехмерный случай имеет вид 
 P PTc div gradT wc gradTt

   

.              (1.7) 
 
2. Распространение тепла на участке с фазовым переходом 
Найдем условия на движущейся границе раздела фаз. Пусть в момент времени t  граница бы-
ла на плоскости с координатой  t , а в момент времени t t   – на плоскости с координатой 
 t t    (рис. 2). Заметим, что     , S LT t t T    – тем-
пература фазового перехода. Составим баланс энталь-
пии на участке    ;t t t       за время  ;t t t  . 
В момент времени t  этот участок был занят твер-
дой фазой, и его энтальпия была равна 
             , , .S S S SH t F T t x h T t x     В момент 
времени t t   этот участок будет занят жидкой фазой 
и его энтальпия будет равна              , , .L L L LH t t F T t t x h T t t x          Здесь  
     Lt x t t      ,    t t t      . Изменение энтальпии составит  
                       , , , , .L L L L S S S SH F T t t x h T t t x T t x h T t x                
Через площадку с координатой  x t   за время  ,t t t   поступит энтальпия 
    ,Lq t t F t  . Через площадку с координатой  x t t     за время  ,t t t   уйдет энтальпия 
    ,Sq t t t S t    . Здесь t t t t    , t t t t    . 
 
Рис. 2. К выводу уравнения баланса  
энтальпии на участке раздела фаз 
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Изменение энтальпии за счет теплопроводности составит  
         , ,L SH q t t q t t t F t            . 
За время t  через левую границу выделенного объема зайдет новая масса, равная 
          1 , ,L Lm F T t t w t t t      , где t  – некоторая точка  t t t t    . Эта масса принесет 
энтальпию                 , , ,L L LF T t t w t t h T t t t         , где t  – некоторая точка  t t t t    . 
За это же время через правую границу выделенного объема уйдет масса, равная 
          2 , ,S Sm F T t t t w t t t t          , где t – некоторая точка  t t t t    . Эта масса 
унесет энтальпию                 , , ,S S SF T t t t w t t t h T t t t t               , где t – некоторая 
точка  t t t t    . Уравнение баланса энтальпии в выделенном объеме имеет вид: 
                       
                          
                
, , , ,
, , , , ,
, , , .
L L L L S S S S
L S L L L
S S S
F T t t x h T t t x T t x h T t x
q t t q t t t F t F T t t w t t h T t t
T t t t w t t t h T t t t t
          
               
          
   
       
    
 
Перейдем в этом равенстве к пределам при 0t  . Учитывая, что при этом     ,t t t    
         , , , , , ,L S d tx t x t t t t t t t
t dt

      

     , , ,t t t t t t     
 
получим 
                              
                             
, ,
, , .
L S L L S L S S L S S L L S
L S L L L S L S S L S S S L
dT h T T h T q t t q t t
dt
T w t t h T T w t t h T
   
   
          
    
  
Учитывая, что 
         
     ( (
;
,
L S S LS L S L
S LL S L S S L





   
              (2.1) 
где  S Lh   – удельная теплота фазового перехода  S L  – изменение объема при плавлении, из 
предыдущего уравнения получим 
                      
                             
, ,
, , .
S S L S L L L SS L S L
L S L L L S L S S L S S S L
dh T h T q t t q t t
dt
T w t t h T T w t t h T
  
   
          
    
 
Учитывая первый закон Фурье (1.5) и опуская аргументы, найдем 
                        .S S L S L L S L L L L S S Sd T Th h w h w hdt x x
              
 
    (2.2) 
В момент времени t  этот участок был занят твердой фазой, и его масса была равна 
       , .S Sm t F T t x    В момент времени t t   этот участок будет занят жидкой фазой, и 
его масса будет равна        , .L Lm t t F T t t x h        Здесь        ,L Lt x x t t       , 
   t t t      . Изменение массы составит            , , .L L S Sm S T t t x T t x            
За время t  через левую границу выделенного объема зайдет новая масса, равная 
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          1 , ,L Lm F T t t w t t t      , где t  – некоторая точка  t t t t    . За это же время 
через правую границу выделенного объема уйдет масса, равная      2 ,Sm F T t t t       
    ,Sw t t t t     , где t – некоторая точка  t t t t    . Изменение массы составит  
                     , , , , .L L S Sm F T t t w t t T t t t w t t t t                    
Уравнение баланса массы в выделенном объеме имеет вид: 
           
                     
, ,
, , , ,
L L S S
L L S S
F T t t x T t x
F T t t w t t T t t t w t t t t
        
              
 
   
 
или 
           
                     
, ,
, , , , .
L L S S
L L S S
T t t x T t x
t
T t t w t t T t t t w t t t
        
          
 
   
 
Перейдем в этом равенстве к пределам при 0t   и получим 
                             , , .L S L S S L L S L L S S L SdT T T w t t T w t tdt
                
Так как 
     ( ( S LL S L S S LT T      , где  S L  – изменение объема при плавлении, из предыдуще-
го уравнения найдем 
                     , ,S L L S L L S S L Sd T w t t T w t tdt
          
или, опуская аргументы,  
         .S L L L S Sd w w
dt
                    (2.3) 
Подставляя (2.3) в (2.2), получим 
                S L L S L L L L Sd T Th w h hdt x x




             .S L L S L L L S Ld T Th w h
dt x x
           
 
          (2.4) 
 
3. Цилиндрическая задача для системы с движущейся границей раздела фаз 
3.1. Постановка задачи для системы с движущейся границей раздела фаз 
Рассмотрим цилиндрическое тело бесконечной дли-
ны, нагревающееся по произвольному закону с боковой 
поверхности (рис. 3). Упростим, в первом приближении 
задачу. Не будем учитывать движение точек среды. 






, 1 TT r
r r r
       
 [4]. Переписав, с уче-
том этого, уравнения (1.7), (2.4), получим следующую 
систему уравнений: 
       1 , 0 ;SS SP
T Tc r r t
t r r r
            
      (3.1) 
       1 , ;LL LP
T Tc r t r R
t r r r
            
     (3.2) 
 
Рис. 3. Схема прогрева  
цилиндрического образца 
Дрозин А.Д., Япарова Н.М.,       Математическая модель кинетики фазового перехода 
Гольдштейн В.Я.             при нагреве поверхности цилиндрического тела 
Вестник ЮУрГУ. Серия «Металлургия».  
2016. Т. 16, № 4. С. 54–66  59
    , ;S LT t t T                     (3.3) 
             , 0 , 0 ;S L L S LT t t T t tdh
dt r r
           
 
         (3.4) 
     ,0 0, , , 0;T t T t R t t
r

   

               (3.5) 
     0 , 0, , 0 .R T r r r R                    (3.6) 
 
3.2. Применение метода выпрямления фронтов для системы  
с движущейся границей раздела фаз 
Граница раздела фаз L и S является движущейся. Поэтому будем строить разностную схему 
математической модели методом выпрямления фронтов [5]. Для этого произведем замену пере-














 при  t r R   .         (3.7) 
В результате подвижная граница  r t  областей действия уравнений математической мо-
дели заменится неподвижной границей 1x  , а тоже подвижная (из-за изменения плотности) 
граница  r R t  заменится неподвижной границей 2x  . 
Краевая задача (3.1)–(3.6) сведется к виду 
1. Уравнение теплопроводности твердой фазы  0 1x  : 






T T Tx x
t x x xc x
               
.             (3.8) 
2. Уравнение теплопроводности жидкой фазы  1 2x  : 
        
       2





R x xT T TR x
t R x x x R xc R
                             
  (3.9) 
3. Первое условие на границе раздела фаз  1x  : 
   ,1 S LT t T  .                       (3.10) 
4. Второе условие на границе раздела фаз  1x  : 
 
   
   
     
 ,1 0 ,1 01 1S L
S L L S L L
T t T td
dt x R xh h 
     
 
       
.            (3.11) 
5. Условие на левой границе твердой фазы  0x  : 





.                        (3.12) 
6. Условие на правой границе жидкой фазы  2x  : 
   ,2 , 0T t t t   .                      (3.13) 
7. Начальное условие движущейся границы раздела фаз  0t  : 
   0 00 R R R   .                      (3.14) 
8. Начальное распределение температур  0t  : 
 
 





1 , 1 2.
R x x
T x
R R R x x
   
     
                (3.15) 
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3.3. Переход к разностным уравнениям для системы  
с движущейся границей раздела фаз 
Перейдем от дифференциальных уравнений к разностным [6]. Зададимся некоторым нату-
ральным числом cn  и разобьем отрезки 0 1x   и 1 2x   каждый на cn  равных частей точка-
ми 0 1 1 20, ,..., 1, ,..., 2c c cn n nx x x x x    с длиной каждого отрезка 1 .
cl n  Таким образом,
, 0,...,2 .cjx jl j n  Ось времени 0t   разобьем на отрезки точками 0 1 20, , ,...t t t  с шагом  , 
который может быть переменным. 
Образованная сетка состоит из узлов  , , 1,2,...,2 ; 0,1,2,...cj kx t j n k   
Решать разностную задачу будем с помощью неявной четырёхточечной схемы. Процесс ре-
шения состоит в переходе от 1k  -го временного слоя (соответствующего 1kt t  ), на котором 
все функции уже определены, к новому k -му временному слою. На каждом этапе перехода бу-
дем обозначать функцию  ,y t x  в узле  1,j kx t   символом jy , а в узле  ,j kx t  – символом jy , 
не выписывая явно временной индекс. 
Аппроксимируем частные производные следующими соотношениями:  
 , ;j jk j






                      (3.16) 
  1 1, ;2
j j
k j




                      (3.17) 
1 1




j j j j
j j j jx x j
t t
T T T TTx x x
x x x x l l l
 
   


                 
          (3.18) 
где 
1 1
1 2 1 2, .2 2
j j j j
j j
r r r r
r x  
 
                    (3.19) 
           1 1
1 2 1 2
, , , ,
, .
2 2
k j k j k j k j
j j
T t r T t r T t r T t r 
 
     
             (3.20) 
Для односторонних производных в (3.17) используем аппроксимации 
 
 
     
 
   
1 1,1 0 , ,1 0 .
c c c c
S S L LS L
n n n n
k k
T T T TT Tt t
x l x l
 
  
   
 
            (3.21) 
Выпишем полную систему разностных уравнений математической модели.  
1. Основные уравнения твердой фазы: 
а) 
   
 
   
 




0 1 02 2 2 2


















          
         

;               (3.22) 
б)          
    2
,2 2




jS S S S S P j
j j j j j j j jP jj j j
c l
x c l x T x x x T     
                    
  
     
    2
,2 2
1 2 1,1 2
1 , 1,2,... 1.
2
S S
jS S S P j c
j j j j j jP jj
c l
x c l x T x T j n 
             

         (3.23) 
Дрозин А.Д., Япарова Н.М.,       Математическая модель кинетики фазового перехода 
Гольдштейн В.Я.             при нагреве поверхности цилиндрического тела 
Вестник ЮУрГУ. Серия «Металлургия».  
2016. Т. 16, № 4. С. 54–66  61
2. Основные уравнения жидкой фазы: 
а)               1 2 ,1 2 11 12
L L L
j j jP jj R x c R x R l
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   
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  
      






     
   
2 2
,
11 1 , 1,...,2 1;
L L
j P j c c
j j j j j
c R l
R x x T R x T j n n
  
              


  (3.24) 
б)  2 , 0c knT t t   .                     (3.25) 
3. Основные уравнения поверхности раздела фаз: 
а)       ;s s
S L S L
n n
T T T                        (3.26) 
б) 
 
   
  
 
     






S L S Ln n
S n L nS L S L
n n
T T T T




    
      
         (3.27) 
в) .     

                       (3.28) 
4. Начальные условия: 
а)  0 0 R    

;                      (3.29) 
б) 
 




1 , 1, 1,...,2 .
c
j
j c c c
j
R x j n
T
R R R x j n n n
  
      

             (3.30) 
5. Дополнительные соотношения: 
а)            , ;S LS Lj j j jT T                        (3.31) 
б)            , ;S S L Lj jPj P Pj Pc c T c c T                    (3.32) 
в)            , .S LS Lj j j jT T                        (3.33) 
 
3.4. Алгоритм расчета по конечно-разностной модели  
3.4.1. Разработка алгоритма  
Для решения уравнений (3.22)–(3.33) воспользуемся алгоритмом, предложенным в работе [5]. 
Применительно к нашей задаче, согласно этому алгоритму, переход от 1k  -го временного слоя 
к k -му осуществляется с помощью следующих последовательных операций. Задавшись каким-
либо значением  , решаем систему уравнений (3.22)–(3.26), а затем по уравнениям (3.27), (3.28) 
находим новое значение  . Повторяем вычисления со всё новыми значениями   до тех пор, пока 
новое значение   практически не перестанет отличаться от старого. 
Рассмотрим этот процесс подробнее. Условимся обозначать величину T , относящуюся к 
временному слою k  и итерации с номером p  символом  pT . Пусть для k -го слоя уже опреде-
лены величины,     , S mm jT ,       0,..., , , ,...,2L mc c cjj n T j n n  , относящиеся к m -й итера-
ции. Теперь по формулам (3.27), (3.28) найдем  1m  и  1m . 
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Уравнения (3.42), (3.43) можно представить в виде: 
   
0 1 ;
S ST T                          (3.34) 
       1 1 , 1,..., 1 ,S S S cj j j j jj jA T C T B T F j n                      (3.35) 
где , , , , ,j j j jA C B F   – коэффициенты при 
 S
jT  в уравнениях (3.22), (3.23). С учетом номеров 
итераций, в соответствии с [5], запишем уравнения (3.34), (3.35) в виде: 
         1 1
0 1 ;
S m S mm mT T                        (3.36) 
                  1 1 11 1 , 1,..., 1 .m S m m S m m S m m cj j j j jj jA T C T B T F j n                   (3.37) 
В этих уравнениях все коэффициенты вычисляются при уже известных значениях 
            1 1, , , ,S m S m S m m mj jPjc
     , и, следовательно, могут быть определены. Для решения этих 
уравнений применим метод правой прогонки [7]. Последовательно определим прогоночные ко-
эффициенты , , 1,..., cj j j n  
 по формулам: 
      
         
1 1
1 1
, , 1,..., 1;
, , 1,..., 1,
m m m c
j j j j j
m s m m c
j j j j j j j
B C A j n
A F C A j n


       
         
  
                 (3.38) 
двигаясь по сетке слева направо. Если значение   1c
S s
n
T   определено, то все остальные значения 
  1S s
jT
  можно найти по формуле [6] 
     1 1
1 , , 1, ..., 2,1,
S m S m c c
j j jjT T j n n
 
     
                (3.39) 
двигаясь по сетке справа налево. 
Аналогично вышеизложенному представим уравнения (3.24)–(3.25) для перехода к 1m  -й 
итерации в виде 




T t                          (3.40) 
                    1 1 1
1 1 , 1,...,2 1,
L m L m L m L m L m L m L m c
j j j j j cj jA T C T B T F j n n
  
                (3.41)  
где , , ,j j j jA C B F  – коэффициенты при 
 L
jT  в уравнениях (3.24). 
Решаем уравнения (3.24)–(3.25) методом левой прогонки [7]. Последовательно определяем 
прогоночные коэффициенты  , , 1,...,2 1j j cj j n n    
   по формулам: 
        




, 2 1, ..., 1,
c c
m m m
k j j j j jn n
m m m m c c
j j j j j j j
t A C B
B F C B j n n

 
       
       
  
               (3.42) 
двигаясь по сетке справа налево. Если значение   1c
L m
n
T   определено, то все остальные значения 
  1L m
jT
  находятся по формулам [7]: 
     1 1
1 , 1, ..., 2 1
L m L m c
j j j cjT T j n n
 
     
                (3.43) 
при движении слева направо по узлам сетки. 
После того, как найдены все значения температур на m -й итерации, по формулам (3.27), 
(3.28) находим  2m  и  2m . Если разность    2 1m m     мала, переходят к расчету следую-
щего слоя. В противном случае, продолжают итерации. 
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4. Пример расчета 
В качестве примера приведены результаты расчета прогрева цилиндра из олова диаметром  
5 мм, первоначально имеющего температуру 20 °С, температура поверхности которого с момента 
t = 0 стала поддерживаться равной 300 °С (рис. 4, 5).  
 
 






Рис. 5. Распределение температуры по сечению образца через 0,01 с (а), 0,08 с (б), 0,36 с (в), 1 с (г)  
после начала прогрева 
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Параметры расчета 
Параметр Sn (тв.) Sn (ж.) 
Удельная теплоемкость (Дж/(кг К)  SPc = 243 
 L
Pc = 240 
Удельная плотность (кг/м3)  S = 7280  L = 6850 
Коэф. теплопроводности (Вт/(м К)) тв.  S = 65,8  L = 31,6 
Удельная теплота плавления (°С) 231,93 
Удельная теплота плавления (Дж/кг) 59 000 
 
Подобная постановка задачи имеет отношение к термообработке деталей, к расплавлению 
кусков шихты. Она также интересна метрологам для обоснования теории самотестирующегося 
датчика [8–11]. 
Исходные данные [12–13] приведены в таблице. 
 
Заключение 
Разработана методика, позволяющая рассчитывать скорости процессов, происходящих при 
нагреве или охлаждении образца с учетом происходящих при этом фазовых переходах. 
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If due to heating or cooling of a single-component object, a phase transition occurs, the propa-
gation of heat significantly changes. When passing through the liquidus temperature, enthalpy, den-
sity and thermal conductivity as a function of temperature undergo discontinuity. By heating the sur-
face of the solid metal cylindrical object above its melting temperature, the liquid phase occurs at  
the surface, and the corresponding phase boundary moves to the cylinder axis. The article presents 
the derivation of heat propagation equations in the body, taking into account, in addition to the phase 
transition, the change in the size of parts of the body due to density dependence on temperature.  
To the resulting system of equations, straightening fronts method was applied: such coordinates have 
been entered that for which interface surface is stationary. The resulting system of differential equa-
tions is reduced to finite-difference equations. A computer program was developed to solve the re-
sulting system of difference equations. Results of one of such calculations are given in the article. 
The developed method allows to calculate the velocity of the phase boundary, as well as the object 
temperature at any point and at any time. The results may be interesting not only for metallurgists, 
but also in metrology to develop self-testing temperature sensor theory. 
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